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RESUMEN

Este articulo contiene la soluciéon a un problema
acerca de la transferencia entre representaciones de
la esfera, correspondiente al proceso de ensefianza-
aprendizaje de la Geometria Analitica en la forma-
cion inicial de profesores de Matematica. La causa
fundamental del problema es el insuficiente desarro-
llo de la teoria de las representaciones en la didacti-
ca de la Geometria Analitica, el cual se constata en
el andlisis de la bibliografia cuando se comprueba
que en esta no se exponen todas las posibles trans-
ferencias y procedimientos para determinarlas y en
consecuencia carece de tareas de aprendizaje para
que los estudiantes puedan elaborar vy fijar todos los
procedimientos de transferencia. El articulo esta di-
vidido en cuatro partes; la parte inicial contiene los
fundamentos tedricos para resolver el problema; en
la segunda parte se expone un procedimiento para
determinar las posibles transferencias entre repre-
sentaciones de la esfera y los resultados de su apli-
cacion; en la tercera parte se propone un conjunto
de tareas para desarrollar la habilidad relativa a la
transferencia entre representaciones de la esfera y
finalmente en la cuarta parte se describen los resul-
tados obtenidos con la utilizacion de las tareas.

Palabras clave:

Transferencia entre representaciones, esfera, geo-
metria analitica.

ABSTRACT

This article contains the solution to a problem about
the transference among representations of the sphe-
re corresponding to the teaching-learning process of
Analytic Geometry in the initial formation of teachers
of mathematics. The main cause of this problem is
the insufficient development of the theory of repre-
sentations in didactic of Analytic Geometry which is
confirmed in the analysis of the bibliography when
it is checked that it does not have all the possible
transferences and procedures to finish them and in
consequence, it lacks of learning tasks in order the
students can construct and fit procedures of transfe-
rence. The article is divided into four parts, the initial
part contains the theoretical fundaments to solve the
problem, the second part states a procedure to de-
termine the possible transferences among represen-
tations of the sphere and the results of its application,
the third part proposes a set of tasks to develop the
skill relating to the transfer among representations of
the sphere and finally in the fourth part, it describes
the results obtained in the use of the learning tasks.

Keywords:

Transfer among representations, sphere, Analytic
Geometry.
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INTRODUCCION

El trabajo con representaciones en el proceso de ense-
flanza-aprendizaje (PEA) de la Geometria Analitica corres-
pondiente a la formacién de profesores de Matematica
generalmente transcurre espontaneamente, segun la 16-
gica de la exposicion del contenido matematico tal cual
aparece en los libros, sin prestéarsele la debida atencion
al papel de la asignatura en la formacion didactica de los
estudiantes.

En lo que respecta a la transferencia entre representacio-
nes de la esfera se presta poca atencion al tratamiento
de todos los casos que se pueden presentar, quedando
varios de ellos sin incluir en el contenido de la asignatura,
entre los cuales estan los relativos a las transferencias en-
tre representaciones verbales.

Una de las manifestaciones de esta situacion problema-
tica consiste en que en la bibliografia que se utiliza en
la asignatura no se determinan todas las transferencias
posibles, ni se presentan tareas de aprendizaje que per-
mitan elaborar y fijar los procedimientos a utilizar en el
proceso de transferencia entre representaciones.

En el presente articulo se exponen los fundamentos teori-
cos para la determinacion de las posibles transferencias
entre las representaciones de la esfera, un procedimiento
para determinar las posibles transferencias, ejemplos de
tareas de aprendizaje que contribuyen al desarrollo de la
habilidad para la transferencia entre representaciones de
la esfera y los resultados obtenidos en la utilizacion de
estas tareas por los autores durante tres cursos escolares
en el PEA de la Geometria Analitica correspondiente a la
carrera de Licenciatura en Educacion, perfil Matematica
y Fisica de la Universidad de Sancti Spiritus “José Marti
Pérez”.

DESARROLLO

En esta seccion se presenta una sintesis de los funda-
mentos tedricos fundamentales de la transferencia en-
tre representaciones, expuestos en Quero & Ruiz (2015,
2016a & 2016b), contextualizados al caso de la esfera
como objeto geométrico.

En tales fundamentos se exponen concepciones tedricas
desarrolladas por los autores acerca de dos de los con-
ceptos centrales de la teoria de las representaciones de
los objetos geométricos: los conceptos de representacion
y de transferencia entre representaciones.

La palabra representacion tiene doble significado en la
matematica y en su PEA: designa un proceso y el resulta-
do de un proceso.

310 |

En los parrafos siguientes se analizara primeramente el
significado de la frase representacion de una esfera como
resultado y en un segundo momento se examinara su sig-
nificado como proceso mediante el andlisis de la transfe-
rencia entre representaciones de una esfera.

En la Geometria Analitica una representacion de una es-
fera es un objeto, material o mental, que la sustituye y
la hace presente determinandola de manera Unica en el
pensamiento, el lenguaje y la comunicacion con el uso de
un sistema de coordenadas elegido convenientemente
como sistema de referencia.

En este concepto de representacion intervienen dos ob-
jetos importantes; en primer lugar una esfera: el objeto
representado y en segundo lugar quien la representa: el
objeto representante.

En la geometria analitica se utilizan varias representacio-
nes para las esferas, lo cual exige compararlas y agru-
parlas en clases, segun la naturaleza de las componen-
tes predominantes en el objeto representante, para formar
conceptos subordinados al concepto de representacion.

Los tipos de representacion de la esfera (subclases de la
extension de este concepto) a considerar, segun la na-
turaleza de las componentes predominantes en el objeto
representante, son el verbal, el grafico y el analitico. Estos
tipos son las extensiones de los conceptos de represen-
tacion verbal, representacion grafica y representacion
analitica de una esfera que se describen a continuacion.

Representacion verbal de una esfera, en la geometria
analitica, es una representacién mediante una frase que
estd compuesta por palabras del lenguaje comun, pala-
bras de la terminologia matematica y eventualmente por
signos matematicos. Por ejemplo, las frases: esfera de
centro C (2;3;-1) y radio 5 unidades y esfera que pasa
por los puntos A (2,1;3), B (3,-2,1), C (-4,1;1) y D (1,1,-3)
corresponden a representaciones verbales de una esfera.

Toda representacion verbal de una esfera esta basada en
entes que la determinan de manera Unica segun la teoria
geométrica.

Representacion grafica de una esfera, es una representa-
cién en la cual predomina una figura geométrica, es decir,
es una representacion que siempre contiene una figura
geométrica y eventualmente frases o signos matemati-
cos, particularmente de la geometria analitica.

Representacion analitica de una esfera, es una represen-
tacion en la que predomina una ecuacion o sistema de
ecuaciones.
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Las ecuaciones E1:x2 +y° 427 =2x+4y—62+8=0

yE; (x=2)>+(y+1)* +(z—-3)> =6 corresponden a

representaciones analiticas de esferas.

Para comparar dos representaciones de un mismo tipo
se utiliza su forma. La forma de una representacion es
entendida como la configuracion general del objeto re-
presentante, de modo que dos representaciones de di-
ferentes tipos tienen distintas formas, mientras que dos
representaciones del mismo tipo pueden tener la misma
forma o formas distintas.

Existen diferentes formas de representacion analitica y di-
ferentes formas de representacion verbal de una misma
esfera para cada sistema de coordenadas; el tipo grafico
tiene una Unica forma para cada sistema de coordenadas.

El conocimiento matematico tiene un caracter institucio-
nal porque se construye en el marco de una comuni-
dad cientifica y como cualquier otro conocimiento es un
producto histérico-cultural. Una de las implicaciones de
este carécter institucional en la teoria de las representa-
ciones de los objetos matematicos es que los elementos
de los conjuntos bases de las estructuras tienen formas
de representacion establecidas por la institucion mate-
matica, a las cuales se les llama formas reconocidas de
representacion.

El significado operacional de la frase representacion de
una esfera se refiere al proceso de representacion, es de-
cir, al proceso dirigido a obtener una representacion de
la esfera y expresarla externamente, ya sea, la primera
de sus representaciones o0 una representacion a partir de
otra existente. Este Ultimo caso corresponde a la transfe-
rencia cuya definicion fue elaborada por los autores de
este articulo y se expone a continuacion.

Si se tiene una esfera E determinada por su representa-
cion R, en la forma F, del tipo T, correspondiente al sis-
tema de coordenadas C, del tipo T,y se desconoce su
representacion R, en la forma F, del tipo T, correspon-
diente al sistema de coordenadas C, de tipo T, el proce-
so mediante el cual se obtiene R, a partir de R, se llama
transferencia de R, a R,. Si inversamente se conociera R,
y desconociera R,, el proceso que permite obtener R, a
partir de R, se llama transferencia de R, a R,.

Cuando C,=C, la transferencia se llama transferencia in-
trasistema, si en cambio C;Cz, esta se denomina trans-
ferencia intersistemas.
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Cuando T,=T, la transferencia se llama transferencia
intratipo, si en cambio T,#T,, esta recibe el nombre de
transferencia intertipos.

Si quien realiza la transferencia de R, a R,0 de R, a R,
no utiliza una tercera representacion reconocida de la es-
fera E como representacion intermedia, la transferencia
se llama directa. En otro caso la transferencia se llama
compuesta.

La transferencia entre dos representaciones de una es-
fera es un proceso que requiere de la aplicacion de un
procedimiento que garantice la obtenciéon de una repre-
sentacion desconocida a partir de una conocida. A la pri-
mera se le llama representacion dada (RD) y a la segun-
da, representacion buscada (RB).

Los conceptos de transferencia directa y de transferen-
cia compuesta son relativos al procedimiento utilizado.
Existen casos en que a partir de una representacion dada
se puede obtener la buscada por transferencia directa o
transferencia compuesta. En otros casos solo es posible
obtener la representacion buscada mediante transferen-
cia compuesta.

En la definicion de transferencia entre representaciones
de la esfera no se especifica si quien debe realizar la
transferencia conoce o no el procedimiento para hacerlo.
En el caso del PEA el alumno puede conocer o no el pro-
cedimiento. Cuando lo conoce la realizacion de la transfe-
rencia constituye una tarea rutinaria; cuando no lo conoce
y esta interesado en realizar la transferencia esta ante un
problema de transferencia entre representaciones de una
esfera.

Procedimiento para la determinacion de las posibles
transferencias entre representaciones de una esfera.

La determinacién de los casos posibles de transferencia
entre representaciones de una esfera en el PEA no puede
ser espontanea porque se corre el riesgo de no conside-
rar algunos de ellos. Es por eso que para lograrlo se debe
seguir el procedimiento siguiente:

1. Identificar los tipos de sistemas de coordenadas en
que se debe representar la esfera en el PEA.

2. Determinar los casos posibles de tipos de transferen-
cia entre representaciones de la esfera, segun el sis-
tema de coordenadas.

3. Determinar los tipos de representacion de la esfera
para cada tipo de sistema de coordenadas.

4. Determinar las formas reconocidas de representacion
de cada tipo.
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5. Determinar los casos posibles de las transferencias
intratipo y transferencias intertipos en el mismo siste-
ma de coordenadas.

6. Determinar los casos posibles de las transferencias
intersistemas.

A continuacion se explican cada una de las fases del pro-
cedimiento descrito anteriormente.

1. Identificar los tipos de sistemas de coordenadas en
que se debe representar el objeto en el PEA.

En el PEA de la Geometria Analitica la esfera se debe
representar en coordenadas cartesianas rectangulares,
en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas.

2. Determinar los casos posibles de tipos de transferen-
cia entre representaciones de la esfera, segun el sis-
tema de coordenadas.

Al considerar los tipos de sistemas de coordenadas en
que se debe representar la esfera en el PEA y aplicando
la regla del producto de la combinatoria resultan nueve
casos posibles. En tres de estos es posible la transferen-
cia intrasistema, los seis restantes corresponden a trans-
ferencias intersistemas (Tabla 1).

Tabla 1. Casos posibles de tipos de transferencia entre
representaciones de la esfera segun el tipo de sistema
de coordenadas.

Tabla 1

No. Transferencia Tipo de transferencia posible
1 Cartesiano—Cartesiano Intrasistema e intersisteras
2 Cartesiano—Cilindrico Intersistemas
3 Cilindrico—~Cartesiano Intersistemas
4 Cartesiano—Esférico Intersistemas
5 Esférico—~»Cartesiano Intersistemas
6 Cilindrico—Cilindrico Intrasistema e intersistemas
7 Cilindrico—Esférico Intersistemas
8 Esférico—~Cilindrico Intersistemas
9 Esférico—~Esférico Intrasistema e intersistemas
La flecha representa la transferencia, la palabra que la antecede el tipo
de sistema de coordenadas de la representacion dada y la palabra a
su derecha el tipo de sistema de coordenadas de la representacion
buscada.

El programa de la asignatura no incluye los casos 6, 7, 8y
9 cuyo estudio no es necesario, incluye las transferencias
intrasistema solo en sistemas de coordenadas rectangu-
lares y el estudio de las transferencias intersistemas, con
excepcion de las etiquetadas con el 1, se concibe solo
cuando el sistema de coordenadas de la RD es de un tipo
diferente al de la RB.
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Los casos etiquetados con 2, 3, 4 y 5 se desdoblan en
dos, segun los sistemas de coordenadas estén asociados
o no. El programa de la asignatura establece que solo se
estudien los casos en que los sistemas de coordenadas
estén asociados.

Por ejemplo, para resolver la tarea siguiente es necesario
realizar una transferencia intersistemas que corresponde
al caso 5 de la Tabla 1.

Las esferas siguientes estan dadas en un sistema de
coordenadas esféricas: a) ; b) . Determina sus ecuacio-
nes en el sistema de coordenadas cartesianas rectangu-
lares asociado.

3. Determinar los tipos de representacion de la esfera
para cada sistema de coordenadas:

En el estudio analitico de la esfera que se realiza en la for-
macion de profesores de Matematica en Cuba, se iden-
tifican como tipos fundamentales de representacion en
sistemas cartesianos rectangulares el verbal, el gréafico
y el analitico. En sistemas de coordenadas cilindricas y
esféricas las representaciones son de tipo gréfico y de
tipo analitico.

4. Determinar las formas de representacion reconocidas
de cada tipo:

Existen diferentes formas de representacion analitica y de
representacion verbal para cada sistema de coordena-
das cartesianas rectangulares (Tabla 2).

Tabla 2. Tipos y formas de representacion reconocidas
de la esfera.

Tipo de representacion | Forma de representacion

1) Frase con el centro y el radio de la esfera,
2) frase con el centro y un punto de la esfera,
3) frase con los extremos de un diametro de la
esfera, 4) frase con el centro y la ecuacion de
un plano tangente a la esfera.

Representacion verbal

Representacion

o NHE ion general y 2 ion ordinaria.
analitica ) Ecuacion general y 2) ecuacion ordinaria

Representacion gréfica | Es Unica para cada sistema de coordenadas.

LLa ecuacion ordinaria
es de la forma

(x=h)’+(y—k)f +(=z-D*=r’

(r>0)

Una de las dificultades que se presentan cuando se pre-
tende identificar las transferencias posibles es que no se
dispone de un andlisis previo de los tipos y formas de
representacion de la esfera en sistemas de coordenadas
cilindricas. En la bibliografia consultada solo se exponen
representaciones analiticas de la esfera.
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Al realizar un anélisis de los tipos y formas de representa-
cion de la esfera en un sistema de coordenadas esféricas
se obtienen resultados similares a los expuestos para los
sistemas de coordenadas cilindricas.

5. Determinar los casos posibles de las transferencias
intratipo y transferencias intertipos en el mismo siste-
ma de coordenadas:

Casos posibles de transferencias entre representaciones
verbales de una esfera.

Para la esfera se han considerado cuatro formas; utilizan-
do la regla del producto de la combinatoria se obtienen
12 casos posibles de transferencias entre representacio-
nes del tipo verbal.

Si se etiquetan las formas de representacion con siglas
y utiliza una flecha como simbolo de la transferencia, se
pueden representar los 12 casos de transferencias entre
representaciones verbales (Tabla 3).

Tabla 3. Casos posibles de transferencia entre represen-
taciones verbales.

Rep. dada: CR

Rep. dada: CP

Rep. dada: ED

Rep. dada: CT

1) CR—>CP
2) CR-ED
3) CRCT

4) CP-CR
5) CP—ED
6) CP—CT

7)ED-CR
8) ED->CP
9)EDCT

10) CT->CR
11) CTCP
12) CT—ED

Etiquetas:

CR: esfera
representada
verbalmente por
elcentroy el
radio.

CP: esfera
representada
verbalmente por
el centro y uno de
Sus puntos.

ED: esfera
representada
verbalmente por
los extremos de
un diémetro.

CT. esfera
representada ver-
balmente por el
centro y un plano
tangente.

Casos posibles de transferencias entre representaciones
analiticas de una esfera.

Con razonamientos analogos a los realizados en el caso
de representaciones verbales, resulta que existen dos
casos de transferencias entre representaciones analiticas
que son: 13) EG—EOQO y 14) EO—EG, considerando las
etiquetas EG: esfera representada por su ecuacion gene-
ral y EO: esfera representada por su ecuacion ordinaria.
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Ahora se determinan los casos posibles para transferen-
cias intertipos.

Casos posibles de transferencias intertipos a partir de
una representacion verbal de una esfera.

Si se aplica el mismo razonamiento a las transferencias
en que la representacion dada es verbal y la buscada es
analitica, resultan 8 casos posibles (Tabla 4).

Tabla 4. Casos posibles de transferencia de una repre-
sentacion verbal a una analitica.

Rep. dada: CR | Rep. dada: CP | Rep. dada: ED | Rep. dada: CT
15) CR—»EO 17) CP— EO 19) ED—-EO 21) CT-EO
16) CR—>EG 18) CP—EG 20) ED—EG 22) CT—EG

Etiquetas: se utilizan las etiquetas de la Tabla 3.

Como existe una Unica representacion grafica de una es-
fera para cada sistema de coordenadas, existen cuatro
casos posibles de transferencias de una representacion
verbal a una gréfica. Si se denota la representacion gra-
fica por G, estos son los casos: 23) CR—G, 24) CD—G,
25) ED—>G vy 26) CT->G.

Casos posibles de transferencias intertipos a partir de
una representacion analitica de una esfera.

Existen 8 casos posibles de transferencias en que la re-
presentacion dada es analitica y la buscada es verbal
(Tabla 5).

Tabla 5. Casos posibles de transferencia de una repre-
sentacion analitica a una verbal.

Rep. dada: EO Rep. dada: EG

27) EO->CR 28) EO—CP
29) EO—ED 30) EO—CT

Etiquetas: Se utilizan las etiquetas de
la Tabla 3.

31)EG— CR 32) EGCP
33) EGED 34) EGCT

Existen dos casos posibles de transferencias de una re-
presentacion analitica a una grafica. Si se utilizan las eti-
quetas introducidas, estos son: 35) EO—G y 36) EG—G.

Casos posibles de transferencias a partir de una repre-
sentacion gréfica de una esfera.

Existen cuatro casos posibles de transferencias en que
la representacion dada es grafica y la buscada es ver-
bal. Estos son: 37) G—CR, 38) G—»CP, 39) GED y 40)
G—CT.

Existen dos casos posibles de transferencias en que la
representacion dada es grafica y la buscada es analitica.
Estos son: 41) GEQ y 42) GEG.
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6. Determinar los casos de las transferencias

intersistemas.

Casos posibles de transferencias en las que ambos
sistemas son cartesianos rectangulares.

Todas las transferencias identificadas en el quinto paso
de este procedimiento son posibles siempre que se pre-
cise la relacion que existe entre los dos sistemas de coor-
denadas, por ejemplo que el sistema de la RB se obtiene
del sistema de coordenadas de la RD por una traslacion
de los ejes coordenados, segun el vector , donde O de-
nota el origen del sistema de coordenadas de laRDy C
el centro de la esfera.

Un analisis mas preciso debe permitir identificar las trans-
ferencias que pueden resultar mas utiles por sus aplica-
ciones en otras disciplinas, como es el caso de Andlisis
Matematico.

Casos posibles de transferencias en las que la RD es
referida a un sistema cartesiano rectangular y la RB a
uno cilindrico.

Introduciendo la etiqueta RAC para la representacion
analitica de la esfera en coordenadas cilindricas se ob-
tienen las siguientes transferencias intersistemas1: 43)
EG— RAC, 44) EO— RAC.

Casos posibles de transferencias en las que la RD es
referida a un sistema cilindrico y la RB a uno cartesiano
rectangular.

Las transferencias posibles son: 45) RAC—EG, 46)
RAC—EO y 47) RAC—G.

Casos posibles de transferencias en las que la RD es
referida a un sistema cartesiano rectangular y la RB a
uno esférico.

Si se introduce la etiqueta RAE para la representacion
analitica de la esfera en coordenadas esféricas se tiene
las transferencias siguientes: 48) EG—RAE y 49) EO—
RAE.

Casos posibles de transferencias en las que la RD es
referida a un sistema esférico y la RB a uno cartesiano
rectangular.

Las posibles transferencias son: 50) RAE—EG, 51)
RAE—EO y 52) RAE—-G.

" Solo se hace referencia a las que se han identificado en los textos de
geometria analitica.
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Ejemplos de tareas para el desarrollo de la habilidad
relativa a la transferencia entre representaciones de la
esfera.

El conjunto de tareas de aprendizaje que contiene este
articulo tiene como caracteristica fundamental que inclu-
ye todos los casos de transferencia intrasistema entre
representaciones de una esfera en coordenadas carte-
sianas, que es una limitacién de la bibliografia sobre geo-
metria analitica utilizada en la formacion de profesores de
Matematica.

Ademas de este atributo las tareas elaboradas tienen las
caracteristicas siguientes:

+ Permiten la fijacion de los procedimientos para la
transferencia entre las representaciones de la esfera.

» Pueden resolverse con lapiz y papel y algunas con la
utilizacion del software GeoGebra.

» Favorecen el desarrollo de las habilidades para comu-
nicarse matematicamente.

En el conjunto de tareas se identifican cinco subconjun-
tos, aunque en una tarea pueden existir incisos que co-
rresponden a distintos subconjuntos.

Las tareas del primer subconjunto contribuyen al desa-
rrollo de habilidades para determinar el radio, las coor-
denadas de los extremos de un diametro, la ecuacion del
plano tangente a una esfera y la distancia de un punto a
un plano.

Las del segundo subconjunto contribuyen al desarrollo
de habilidades para determinar las ecuaciones general y
ordinaria de la esfera.

Las del tercer subconjunto contribuyen al desarrollo de
habilidades para representar graficamente una esfera y
las del cuarto subconjunto contribuyen al desarrollo de
habilidades investigativas en los estudiantes.

Las tareas del quinto subconjunto corresponden a trans-
ferencias intersistemas de coordenadas.

Estas tareas son en su mayoria originales y en su ela-
boracion se han consultado libros de geometria analiti-
ca reconocidos por la comunidad de profesores de la
asignatura (Lehmann, 1972; Kindle, 1976; Kletenik, 1979;
Cherbakov, Martinez, Figueras & Cisneros, 1991; Oteyza,
Lam, Hernandez, Corrales & Ramirez, 2011).

1. Dada la esfera de centro C(5; 3;-2) y radio r=3.

a. Obtenga representaciones verbales de la esfera da-
das por: 1) el centro y un punto, 2) los extremos de un
diametro y 3) el centro y un plano tangente.

b. Escribalas ecuaciones ordinariay general de la esfera.
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c. Represéntela graficamente.

2. Dada la esfera de centro C (5; 3;-2) que pasa por el
punto Q(3;2;1).

a. Obtenga representaciones verbales de la esfera da-
das por: 1) el centro y el radio, 2) los extremos de un
diametro y 3) el centro y un plano tangente.

b. Escribalas ecuaciones ordinariay general de la esfera.
Represéntela graficamente.

Dada la esfera uno de cuyos diametros tiene por ex-
tremos los puntos A (2;3;5) y B(4;1;1).

a. Obtenga representaciones verbales de la esfera da-
das por: 1) el centro y el radio, 2) el centro y un punto
y 3) el centro y un plano tangente.

b. Escribalas ecuaciones ordinariay general de la esfera.
Represéntela graficamente.

Dada la esfera de centro C (-4; 2; 3) que es tangente
al plano 2x-y-2z+7=0.

a. Obtenga representaciones verbales de la esfera da-
das por: 1) el centro y el radio, 2) el centro y un punto
y 3) los extremos de un diametro.

b. Escribalas ecuaciones ordinariay general de la esfera.

c. Represéntela graficamente.

5. Las ecuaciones siguientes corresponden a esferas:

a. Transforma las ecuaciones a la forma ordinaria o gene-
ral, segun corresponda.

b. Representa cada esfera graficamente.

Obtenga representaciones verbales de las esferas
dadas por: el centro y el radio, el centro y un punto,
los extremos de un diametro y el centro y un plano
tangente.

6. La Figura 1 corresponde a la representacion grafica
de una esfera

a. Determine su ecuacion ordinaria y su ecuacion
general.

b. Obtenga representaciones verbales de la esfera da-
das por: el centro y el radio, el centro y un punto, los
extremos de un didmetro y el centro y un plano tangible
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Figura 1

Figura 1. Representacion grafica de una esfera.

7.
a.

10.

Dada la esfera E:

Determine al menos tres representaciones verbales de
la esfera E.

Determine no menos de cuatro representaciones ver-
bales del plano a.

Determine las ecuaciones paramétricas y canodnicas
de la recta que contiene al diametro de la esfera que
es perpendicular al planoa.

La esfera E pasa por los puntos A(1,1;1), B(1,2,1),
C(1,1;2) y D(2,1,1). Determine al menos cuatro repre-
sentaciones verbales de la esfera E.

Determine el volumen vy el area total de la esfera cuya
ecuacion es .

Seleccione un libro donde se trate la esfera, escriba
una ponencia basada en la respuesta a las preguntas
siguientes y elabore su presentacion en PowerPoint:

¢Cudles son los tipos y formas de representacion que
se estudian?

¢Cudles transferencias entre representaciones de la
esfera se exponen?

¢ Cudles de las posibles transferencias entre represen-
taciones de la esfera estudiadas en la asignatura no
se exponen?

Analice la correspondencia entre las transferencias del
inciso b y los ejercicios que en el libro se proponen.

Analice la correspondencia entre las transferencias
delinciso ¢y los ejercicios que en el libro se proponen.

Elabore un ejercicio para cada una de las transferen-
cias alas que no les correspondié ningun ejercicio del
texto.

Escoja al menos dos transferencias de las no expues-
tas en el libro y elabore dos procedimientos de transfe-
rencia para cada una de ellas. Cuando sea posible el
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uso del software GeoGebra uno de los procedimientos
debe incluir el uso de este software.

11. Determine la ecuaciéon de la esfera E: en un sistema
de coordenadas cilindricas.

12. Escriba la ecuacion en un sistema de coordenadas
cartesianas de las superficies cuyas ecuaciones en
un sistema de coordenadas esféricas son: a) , b).
Identifique en cada caso la superficie.

13. Determine la ecuacion en un sistema de coordenadas
esféricas de las superficies cuyas ecuaciones son: a)
,b).

Experiencia en la utilizacion de tareas de aprendizaje
que exigen transferencia entre representaciones de la
esfera.

Las tareas dirigidas a la fijacion de los procedimientos
de transferencia entre representaciones de la esfera, se
han utilizado por los autores de este trabajo durante tres
cursos escolares en el PEA de la asignatura Geometria |
(Geometria Analitica), en la formacion inicial de profeso-
res de Matematica.

Durante la experiencia se utilizé como variable de estudio
la habilidad para la transferencia entre representaciones
de la esfera, como unidad muestral el alumno que se for-
ma como profesor de Matematica y como unidad de ana-
lisis la tarea de aprendizaje que exige transferencia entre
representaciones de la esfera.

La experiencia se desarrollé con 13 alumnos. El analisis
de la variable de estudio condujo a la consideracion de
sus dimensiones cognitivo-procedimental, afectivo-moti-
vacional y comunicacional con sus correspondientes in-
dicadores (Tabla 6).

Tabla 6. Indicadores de las dimensiones de la habilidad
para la transferencia entre representaciones de la esfera.

3.1. Atencion prestada a las explicaciones del
profesor.

3.2. Actuacion ante las interrogantes formula-
das por el profesor.

3.3. Colaboracién con los comparieros de
clase.

3.4. Atencion prestada a las explicaciones de
los companferos de clase.

3.5. Actuacion ante las interrogantes formula-
das por los compafieros de clase.

Comunicacional

Dimension Indicadores

1.1. Identificacion de la representacion dada
(RD) y la representacion buscada (RB).

1.2. Conocimiento de los pasos del
procedimiento.

1.3. Ejecucion del procedimiento.

1.4. Comprobacion de si la representacion
obtenida corresponde al objeto geométrico
dado.

1.5. Determinacion de si la representacion
obtenida es unica.

Cognitivo-procedimental

Afectivo-motivacional

2.1.- Interés por resolver las tareas de las clases practicas.
2.2.- Perseverancia ante la complejidad de las tareas.
2.3.- Actitud ante las criticas.

2.4.- Estado de animo durante la resolucion de las tareas.
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Los criterios de medicion de los indicadores se organi-
zaron en matrices de valoracion (Acufia, 2002) y cada
indicador se midi6 utilizando una escala ordinal de tres
valores: bien, regular y mal.

En cada alumno cada indicador se midié con diferentes
tareas y en distintos momentos.

Los autores elaboraron un modelo estadistico de la me-
dicion basado en medias ponderadas (indices) que per-
mitié obtener una medida Unica para cada indicador en
cada alumno y mediciones individuales de las dimensio-
nes y la variable de estudio.

Los datos se procesaron en un libro Excel 2010 elaborado
por los autores.

Los mejores resultados se obtuvieron en los indicadores
siguientes:

» ldentificacion de la representacion daday la represen-
tacion buscada. En este indicador todos los alumnos
fueron evaluados de bien, pues identificaron correcta-
mente la RD y la RB.

+ Conocimiento de los pasos del procedimiento. Todos
los alumnos fueron evaluados de bien ya que cono-
cian los pasos del procedimiento y el orden en que
estos debian ejecutarse.

* Interés por resolver las tareas de las clases practicas.
De los 13 alumnos, 7 (53,8%) fueron evaluados de
bieny 6 (46,2%) de regular. Los evaluados de bien co-
menzaban a resolver las tareas cuando el profesor las
orientaba sin necesidad de impulsos y los de regular
necesitaban impulsos.

+ Atencion prestada a las explicaciones del profesor. De
los 13 alumnos, 8 (61,5%) fueron evaluados de bien y
5 (388,5%) de regular. Los evaluados de bien atendian
voluntariamente y los de regular cuando el profesor lo
solicitaba.

Los indicadores donde se obtuvieron los resultados mas
bajos son:

+ Comprobacion de si la representacion obtenida co-
rresponde al objeto geométrico dado. En este indica-
dor, de los 13 alumnos, 5 (38,4%) fueron evaluados
de bien, 4 (30,8%) de regular y 4 (30,8%) de mal.
Los evaluados de bien comprobaron y explicaron
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correctamente coémo procedieron para comprobar,
los de regular comprobaron, pero la explicacion fue
incompleta y los de mal no comprobaron o |o hicieron
de forma incorrecta.

« Actuacion ante las interrogantes formuladas por el pro-
fesor. En este indicador, de los 13 alumnos, 3 (23,1%)
fueron evaluados de bien, 6 (46,2%) de regular y 4
(80,7%) de mal. Los evaluados de bien respondieron
correctamente las preguntas formuladas, los de regu-
lar lo hicieron con dificultades y los de mal no respon-
dieron o lo hicieron incorrectamente.

Los principales errores cognitivos observados en el des-
empefio de los alumnos son los siguientes:

* Representacion de una esfera mediante un objeto
gue no la determina de manera Unica. A este error
los autores le han llamado subdeterminacion de la
representacion.

* Representacion de una esfera de manera Unica, pero
mediante un objeto que no le corresponde. A este
error los autores le han llamado determinacion de una
representacion incompatible.

* Inclusion de caracteristicas innecesarias en represen-
taciones verbales. A este error los autores le han lla-
mado sobredeterminacion de la representacion verbal.

« Errores en transformaciones algebraicas de las ecua-
ciones de las esferas.

CONCLUSIONES

Los fundamentos tedricos acerca de las representacio-
nes de los objetos geométricos y la transferencia entre
representaciones, expuestos en la primera parte de este
articulo, han demostrado su utilidad en la determinacion
de los casos posibles de transferencia entre representa-
ciones de la esfera, los cuales constituyen el punto de
partida para la elaboracion de tareas de aprendizaje rela-
tivas a este proceso.

La determinacion de todos los casos posibles de trans-
ferencia entre representaciones de la esfera se puede
realizar aplicando un procedimiento de seis fases que
se inicia con la identificacion de los tipos de sistemas de
coordenadas en los que se debe representar este objeto
en el PEA y termina con la determinacion de los casos
posibles de las transferencias intersistemas. En las fases
intermedias del procedimiento se incluye la determina-
cion de los tipos y formas de representacion de la esfera
para cada sistema de coordenadas, asi como de los ca-
sos posibles de transferencia intratipo y de transferencia
intertipos en el mismo sistema de coordenadas.

La aplicacion de este procedimiento permitié determi-
nar 42 posibles transferencias intrasistema entre las
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representaciones de la esfera y elaborar un conjunto de
tareas de aprendizaje dirigidas a que los estudiantes fijen
los procedimientos de transferencia correspondientes.

La utilizacion de las tareas elaboradas, en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de la Geometria Analitica, ha per-
mitido mejoras en el aprendizaje de los estudiantes de
la carrera Licenciatura en Educacion, perfil Matematica
y Fisica.
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