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RESUMEN

En la introduccion de los programas de Funciones
Analiticas del Instituto Superior de Ciencias de la
Educacion en la Republica de Angola se imparte el tema
Numeros Complejos, que como tendencia presentan dos
dificultades para el aprendizaje de los alumnos, por un
lado la poca relacién que se establece en la clase en-
tre el calculo algebraico y la representacion grafica de
los resultados y por otro, la dificultades en el calculo de
potencias y raices de numeros complejos mediante el
empleo de la forma trigonométrica. En este trabajo los
autores proponen desarrollar y aplicar las posibilidades
que ofrece Geogebra como alternativa de solucién a los
problemas planteados.
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ABSTRACT

In the introduction of the Analytical Functions programs of
the Higher Institute of Education Sciences in the Republic
of Angola, the issue of Complex Numbers is taught, which
as a tendency presents two difficulties for the students’
learning, in one hand, the little relation established in the
class between the algebraic calculation and the graphical
rep-resentation of the results and, on the other hand, the
difficulties in the calculation of powers and roots of com-
plex numbers through the use of the trigonometric form.
In this work the authors propose to develop and apply the
possibilities offered by Geogebra as an alternative solu-
tion to the posed problems.
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INTRODUCCION

El concepto de numero complejo aparecié como resulta-
do de la necesidad de los matematicos de sistematizar
los célculos y esta necesidad se evidencio desde épocas
relativamente tempranas, ya que hasta las mas sencillas
operaciones algebraicas con numeros reales se salen del
marco del campo de estos numeros.

Ejemplo, es conocido que no toda ecuaciéon algebraica
puede ser resuelta con numeros reales; por consiguien-
te, es necesario renunciar a la aplicacion automatica de
los métodos de solucién establecidos y en cada caso in-
vestigar minuciosamente las posibilidades de aplicacion
de dichos métodos o ampliar el campo de los numeros
reales, de manera que las operaciones algebraicas fun-
damentales sean siempre aplicables. Tal ampliacion es,
precisamente, el concepto de numero complejo.

Generalmente, en la Ensefianza Media Superior o
Bachillerato de muchos paises se imparten los numeros
complejos, como es el caso de Cuba, pero donde este
tema si es indispensable es en la introduccion del estudio
de las Funciones Analitica como es el caso del Instituto
Superior de Ciencias de la Educacion en la Republica de
Angola.

En ese contexto, se han detectado dificultades en el pro-
ceso de ensefanza-aprendizaje concernientes a:

a. La relacion entre el calculo algebraico y la represen-
tacion grafica de los resultados, jerarquizandose el
primero y descuidando el segundo, porque general-
mente tal representacion en forma manual le resulta
engorrosa a la mayoria de los alumnos.

b. Expresar los numeros complejos en forma trigonomé-
trica y su empleo resulta un problema para los alum-
nos, pese a que ellos se emplean para simplificar
el calculo ante situaciones como la potenciacion de
ndmeros complejos, ya que calcular con n>2 resulta
complicado y para el céalculo de raices donde se pre-
senta una situacion similar.

Una alternativa de solucion de estas u otras situaciones
analogas es el empleo de asistentes matematicos como
medio auxiliar heuristico, particularmente el software
Geogebra con el que los autores han desarrollado otras
experiencias.

DESARROLLO

La propiedad fundamental de los numeros complejos es
que las operaciones matematicas con ellos realizadas no
se salen de los limites de su definicion.
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El concepto de numero complejo puede serle familiar al
lector de los cursos de algebra elemental, no obstante,
recordaremos que en dichos cursos generalmente se lle-
ga a este concepto al analizar la ecuacion

Lo primero que se observa €s que no existen numeros
reales que satisfagan dicha ecuacion. Por eso se introdu-
Ce un nuevo numero “imaginario” , con ayuda del cual la
citada ecuacion resulta soluble y cuyas raices son .

La historia recoge que la primera referencia a los nume-
ros “imaginarios” como las raices cuadradas de numeros
reales negativos se remonta al siglo XVI (Cardano, 1545).
Hasta la mitad del siglo XVIII los numeros complejos apa-
recen en algunos trabajos aislados de diferentes mate-
maticos (Newton, Bernoulli, Clairaut). En la segunda mi-
tad del siglo XVIII se introduce el simbolo i y comienza un
desarrollo sistematico de la teoria de los numeros com-
plejos en los trabajos de eminentes matematicos vy fisicos
como Leonard Euler, August Cauchy, Karl Weierstrass,
Bernhard Riemann, Casper Bessel y otros.

Inmediatamente después de resolver X2+ 1 =0 pueden
introducirse los numeros complejos como la suma de los
numeros reales x , y con el nUmero imaginarios i con los
que es posible resolver ecuaciones como:

X2+2X+2=0

Utilizando el asistente Geogebra la solucion de esta ecua-
ciéon se muestra en la siguiente imagen, donde se utiliza el
calculo simbdlico (CAS) que posee esta aplicacion.

o

[=] = v &% 0y x=| x=] ¢

SolucionesC (x* + 2x + 2) =P

- {=14(=-1-1}

Entrada

[ |

2

- -2 0

Las soluciones son:
X,= -14i; X,=-1-i
Observe que la curva que representa la funciéon no corta

el eje de abscisas, por eso la ecuacion no tiene solucio-
nes en el conjunto de los numeros reales.
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Una vez introducidos estos numeros, de la forma con el
que se define un numero complejo, todas las ecuaciones
de segundo grado y en general cualquier ecuacion de la
forma

X"+ p,x"+ p,x"2 +...+...p, =0

con coeficientes arbitrarios tienen soluciones en el con-
junto de los numeros complejos.

Geogebra:

GeoGebra es un software de matematica que reline geo-
metria, algebra y célculo. Lo ha desarrollado Markus
Hohenwarter en la Universidad de Salzburgo para la en-
sefilanza de matematica escolar.

Por un lado, GeoGebra es un sistema de geometria di-
namica. Permite realizar construcciones tanto con pun-
tos, vectores, segmentos, rectas, secciones conicas
como con funciones que a posteriori pueden modificarse
dinamicamente.

Por otra parte, se pueden ingresar ecuaciones y coorde-
nadas directamente. Asi, GeoGebra tiene la potencia de
manejarse con variables vinculadas a numeros, vectores
y puntos; permite hallar derivadas e integrales de funcio-
nesy ofrece un repertorio de comandos propios del anali-
sis matematico, para identificar puntos singulares de una
funcion, como Raices o Extremos.

Estas dos perspectivas caracterizan a GeoGebra: una ex-
presion en la ventana algebraica se corresponde con un
objeto en la ventana geométrica y viceversa.

Definicion de numero complejo con Geogebra:

Se llama numero complejo o simplemente complejo a un
numero de la forma

z= X + iy

Donde: x E R; y E R. El nimero x se denomina parte real
del niumero complejo x = Re(z) y el nUmero y se denomina
parte imaginaria del nimero complejo y = Im(z).

Esta forma de definicion se conoce como forma bindmi-
ca, forma algebraica, o forma de Descartes del numero
complejo. Otra forma de dar esta definicion, es como un
par ordenado z=(x,y)

Ambas formas se pueden representar geométricamente
como se muestra a continuacion y parte de la posibilidad
del Geogebra de asignar un punto del plano cartesiano a
cualquier nimero Z, =x+iy como se muestra en la siguien-
te imagen generada en Geogebra:
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4
3. 1
Cz1 =301
g
1 -
8=23631° _ .

o =5631 A

| h
23 22

Obsérvese z,=(2,3) que respecto a se tiene dos numeros
z,=(2,-3) y z,=(-2-3) con caracteristicas particulares:

Zy = (213)
z, = (2,—3),2, y z, son nimeros
complejos conjugados
z3 = (=2 — 3)z, ¥ z; son nimeros
complejos opuestos

La tercera forma de presentar el niumero complejo es la
forma trigonométrica mediante las siguientes expresiones:

x=x+iy=p(cosO) + ip sen(O)= p(cosO) isen(O)= pcis(O)
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Con:

Mixy)

X= p(cosO)

O= arctg (7/) p=V(x?+y? Jy=p sen(O)

Pero estas formulas, que tienen un gran valor teérico-con-
ceptual, se pueden obtener de dos formas en Geogebra,
a partir del menu de medidas, o utilizando el comando

APolar[ <Complejo> ], el cual devuelve el médulo vy el
argumento del niumero complejo como se muestra en la

siguiente imagen:
o2

21:2+3'l

A = APolar [z;] 2

> A=(361;5631)

022:2~‘L ;N 6 24
O
Z3=21+2
o) . £
5 L=3+2 o LA
4 3
u=zn2zn 215 @
vl 2,=5+ 5l "
0 2Z 4 €
2
i o
® = -2
3 Z=-02+ 1.4
. -4
@z;=1+3l

Potencias y raices de numeros complejos con Geoge-
bra.

Se ha pospuesto el calculo de la potencia y la raiz por las
particularidades de estas operaciones. En estos casos la
practica indica expresar primero en forma trigonométrica
el numero complejo seleccionado para operar con él.

Supongamos que el numero seleccionado sea z,=
-0,5+/(1/2 i) y deseamos calcular , realmente la tarea es
dificil, pero con Geogebra se puede resolver del siguiente
modo:

B A 4§ =N
1
z1=-05+ \/gl
O 2 .21
‘ o z,=-05+0.71 -
: z
3
22=Z{ 22 0
® Lz --034+014 o,
-05 0 05 1
1
® 23=2] '
- 2z,=093+03i -0.5

Operaciones aritméticas de nUmeros complejos con
Geogebra.

Las operaciones aritméticas elementales con numeros
complejos se desarrollan como simples expresiones de
calculo como se dan en los ejemplos:
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Si se quiere expresar estos resultados a forma trigonomé-
trica, basta con utilizar el comando APolar ya menciona-
do, pero con el calculo de la raiz mediante (z, )(1/7 ) sdlo
se obtiene la raiz principal, el problema ahora es como
obtener las demas raices.

La respuesta se da en la siguiente gréfica
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r

7= —05+4/5
o 7, =-05+ 071
o n=2 ,
- ;=093 +03t

z3 = APolar [z3]

O _, 2, = (0.98; 17.80°)
k=3 mX
O, - 6
k 360°
z5 = AComplejo [(0,981 17.89° 4 7)]
Py 7
A o
2, =007 + 013 12
u = Vector [z5] .
o P T
0.13

El algoritmo seguido es el siguiente:
1. z,=(z,)¥7=0.93+0.3i

2. APolar[z_2 ]=(0.98;17.89°)
3. z,=AComplejo[0.98,17.89°+(k360°)/7]
4. U=Vector(z, ]

El parametro k (en 3) genera la necesidad de crear un
deslizador, con la condicion de variar entre 0 y 7 con in-
cremento 1.

El algoritmo descrito transcribe a Geogebra el célculo
manual de la raiz n-sima de un numero complejo; pero
existe otra posibilidad, la de calcular la raiz principal y
después rotar ese vector un angulo

Ejemplo: , de esta forma a partir de una raiz inicial (en
este caso) se obtienen todas las raices como se muestra
en la siguiente imagen:

193 |

=1 .
. 0.93 + 0.3 18
s 2 93 + 030
g 390 s [ ® 1
1o 7 2,=08%08a| 237035+0920
— [ = 5143 05
z5=-097 +0.131 L R
A = Interseca [EjeX, EjeY] Ld oA L e -5
O -1 -0.5 1] 05 1 1.5 2
L A=(0,0)
-05 °
= Rota [z, 3, A ® = i i
® 25 = Rota [z ] 2450 -0.68i 25 =0.82- 0,54
2 =-0.97 + 0130 Sle
Z; = 0.p9-0.981
® 25 = Rota [z5. 3, A] SR
- 2z =-0.71 - 0.68(
-2
23 = Rota [z, 3, A]
— 23 =035 + 0.92{ -25
24 = Rota [z, 3, A] g
2, =-0.5 + 084

CONCLUSIONES

En la alternativa propuesta se destacan se ha logrado un
equilibrio entre el céalculo algebraico y la representacion
grafica de los resultados.

Los problemas derivados del célculo de potencias y rai-
ces mediante la representacion trigonométrica de los nu-
meros complejos han sido mitigados, manteniendo los
fundamentos tedricos-conceptuales del tema.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Churchill, R. V. (1996). Variable compleja y aplicaciones.
(Quinta edicion. ed.). Madrid: McGraw-Hill. .

Crespo Hurtado, E. (2007). Modelo didactico sustentado
en la heuristica para el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la Matematica asistida por computadoras.
Tesis Doctoral. Santa Clara: ISP “Félix Varela”.

Hohenwarter, M. H. (2009). Documento de Ayuda de
GeoGebra. Recuperado de http://www.geogebra.org

Toto, M. L. (2017). Empleo del software Geo-gebra como
medio auxiliar heuristico para el tratamiento de fun-
ciones en el Instituto Superior de Ciencias Policiales y
Criminal de la Republica de Angola. Revista Conrado,
13(57), 169-173. Recuperado a partir de https://conra-
do.ucf.edu.cu/index.php/conrado/article/view/455

Volumen 15 | Numero 67 | Abril-Junio | 2019



